Mathe Gk Ganzrationale Scharfunktionen Teil 2

Aufgabe 1

Gegeben sind die Funktionen f;, mit
fu(x) =x*—a-x>—a’ -xfiraeR.
In der nebenstehenden Skizze ist der
Graph fiir a = 3 dargestellt.

a) Bestimmen Sie die Nullstellen in
Abhiéngigkeit von a.

b) Zeigen Sie, dass im Fall a > 0 der
Punkt T(a | —a?) Tiefpunkt der Gra-
phen von f; ist.

¢) In welchem Punkt ist fiir a > 0 die
Steigung von f, minimal? Geben
Sie die Koordinaten des Punktes an.

d) Im Fall a = 3 hat der Graph von f,
den Tiefpunkt T(3|yr) und den
Wendepunkt W(1|yw). Die Se-
kante durch T und W schlieft mit
dem Graphen von f, eine Fliche
ein. Wie grof} ist der Inhalt dieser
Flache?
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¢) Unter welchem Winkel schneiden sich im Fall a = 3 die Sekante durch T und W und die

Wendetangente im Punkt W?

f) f; hat an der Stelle 1 die Steigung —12. Gibt es unter den Kurven von f, weitere Kurven,

die an der Stelle 1 diese Steigung haben?

g) Wir betrachten die Funktionen f, an der Stelle x = 1. Machen Sie eine Aussage, wie sich
die Steigung von f, entwickelt, wenn a beliebig grofl wird. Begriinden Sie Thre Aussage.

Aufgabe 2

Gegeben ist die Funktionenschar f, mit

2

fa(x)=(x—a)"(x+1) firacR.

In der nebenstehenden Skizze ist der

Graph fiir a = 5 dargestellt.

a) Geben Sie die Nullstellen an und
bestimmen Sie die erste und die

zweite Ableitung von f,.

b) Fiir welches a € R ist eine Nullstel-
le auch Wendestelle? Machen Sie
fiir diesen Fall eine Aussage iiber

das Monotonieverhalten von f,.

¢) Berechnen Sie den Inhalt der Fli-
che, den die Kurve zu fs, die Gerade
mit der Gleichung x =1 und die

x-Achse einschlieflen.
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d) Zeigen Sie fiir 5, dass der Hoch-, Tief- und Wendepunkt auf einer Geraden liegen.
e) Diese Gerade schlieSt mit dem Graphen von fs zwei Flichen ein. Zeigen Sie, dass die

Flichen gleich grof} sind.
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Aufgabe 3
l. Gegeben ist die Funktionenschar y4 f.] f1
fa(x):ﬁx3—x2+3ax,aE]R,a>0. ’ ’

In der nebenstehenden Skizze ist der
Graph fiira = % a= % und a = 1 darge-
stellt.

a) Berechnen Sie die Nullstellen der
Funktion f,.

b) Bestimmen Sie die erste und die
zweite Ableitung von f, und ermit-
teln Sie die Extrema.

¢) Der Punkt P(z|f|(z)) bildet mit
dem Ursprung O(0|0) und dem
Punkt Q(z|0) ein achsenparalleles
Dreieck (0 <z <6).

Bestimmen Sie die Koordinaten
von P so, dass das Dreieck maxima-
len Inhalt hat.

d) Die Tangente durch W (4a | %dz) schliefit mit den Koordinatenachsen ein Dreieck ein. Fiir

welches a hat das Dreieck den Inhalt 3847
e) Der Graph jeder Funktion f, schliefit mit der x-Achse eine Fliche ein. Bestimmen sie den
Inhalt dieser Flidche in Abhiingigkeit von a.

=Y




Mathe Gk Ganzrationale Scharfunktionen Teil 2 llbertz

Losungen

1

12.a) Nullstellen: x =0 und X = %(li «/_5_)

b) a>0:f,'(x) = 3x>-2ax-a?, f,"(x) =6x-2a, f,"(x)=6, f,'(x)=0gilt fir x = %i%a
x,=a, f "(a)=4a>0, also Tiefpunkt T(alf (a)) = T(al-a3)
c) a>0:fa"(x)=0 gilt fiir x =%, f,"(5)=6>0

Fiir x =2 ist die Steigung also minimal in P(51-7-2%).
d) a=3: T(3-27), W(1l-11); Sekante durch T und W: s(x) =—-8x-3

3
A=[(-x3+3x2 +x-3)dx =[-1x* +x* +2x? -3x]} =(2,25)-(-1,75)=4
1

Die eingeschlossene Fldche hat den Inhalt 4.

e) a=3: Wendetangente: t(x) = —~12x+1
Steigungswinkel: Sekante: o ~97,1°; Tangente: B~ 94,8°
Schnittwinkel von sund t: y~2,3°

f) f'(1)=3-2a-a’=-12giltfira=3unda=-5.
f . hat an der Stelle x = 1 ebenfalls die Steigung —12.

g f'(1)=3-2a-a? 5>-w fir a—>ow

13.a) Nullstellen: x =aund x =-1
2 f '(x) = 3x2+x(2-4a)+a>-2a, f"(x) = 6x+2—4a
b) f, "(x)=0: x=—2‘;—‘], -2%1—=—-1, a=-1, 22l_,3 a=-1
Fiir a = —1 ist die Wendestelle zugleich auch Nullstelle.

5
¢) [(x3 —9x% +15x+25)dx =[1x* =3x3 +7,5x% +25x ¥ =(93,75)-(29,75) =64
I

d) f(x)= x3-9x2+15x+25, £'(x)= 3x2-18x+15, £"(x)=6x~18 , £;"(x)=6
f'(x)=0giltfiirx=1undx=5.
£5"(1) = —12, also H(1132) ; £;"(5) = 12, also T(5I0)
£"(x) = 0 gilt fiir x = 3: W(3116)
Gerade durch H und T: y(x) = —8x+40
Punktprobe mit W: y(3) =16
W liegt auf der Geraden durch Hund T.

5

e) I(x3 —-9x? +23x~15)d.x=[7}x4 -3x3 +%x2 ~15x]} =(-6,25)-(-6,25)=0
1
Die Flidchenbilanz ist null, also sind die Anteile gleich groB.
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3

13.a)

b)

c)

d)

Nullstellen: x =aund x = -1

f '(x) = 3x%+x(2-4a)+a’>-2a, f "(x) = 6x+2—4a
"xYy=0: x=281 2a-l_ =—

f"(x)=0: x= 3 a3 - 1, a=-1,

Fiir a = -1 ist die Wendestelle zugleich auch Nullstelle.

5
[(x3 —9x2 +15x+25)dx =[;x* =3x3 +7,5x2 +25x ]} =(93,75)-(29,75) = 64
1

f(x) = x3-9x2+15x+25 , £'(x) = 3x2-18x+15, £,"(x)=6x~-18, f,"(x)=6
f/(x)=0giltfirx=1und x =5.

£"(1) =-12, also H(1132) ; £;"(5) =12, also T(510)

f"(x) = 0 gilt fiir x = 3: W(3116)

Gerade durch H und T: y(x) = -8x+40

Punktprobe mit W: y(3) =16

W liegt auf der Geraden durch Hund T.

5
(x3 —9x2 +23x-15)dx =[L1x* —3x3 +Bx2 —15x ]’ =(-6,25)-(-6,25)=0
1 4 2 1

‘Die Fldchenbilanz ist null, also sind die Anteile gleich groB.



